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Warum das Ganze?

, Selbst mit 107 Iterationen, wird das Residuum nie kleiner als 1071°.

(Student an der B-TU) ©

» L] if you were as naive as me and thought computer numbers would
work just like real numbers. (Bosch colleague) “
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FlieBkommazahlen in der Praxis



Ontologie der Zahlen'
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N: {2,{2},{2,{?}}, ..} (Zermelo-Fraenkel)

» Z: Aquivalenzrelation auf Nx IN

» Q:Aquivalenzrelation auf Z x Z \ {0}

» R:Aquivalenzrelation von Paaren von Zahlenfolgen in Q

» C: Quotientenraum R[x]/(x? + 1)

Ausserdem: Fy, 0(2), H, ...

'"Wikipedia 2020; Bediirftig und Murawski 2019.



1. Movég éotiy, Ko’ fjv EKATOV TOV OVTWY €V AéyeTon
Einheit ist das, wonach jedes Ding eines genannt wird.
2. ApBpog 6¢ 10 ek povadwv cvykeipevov TAfBog.
Zahl ist die aus Einheiten zusammengesetzte Vielheit.
(Euklid, Elemente VII, Defintion 1 & 2)




Zahlenkorper: Definition

Eine Menge G versehen mit einer Verkniipfung e ist eine
abelsche Gruppe wenn

1. G ist beziiglich - abgeschlossen
2. xey=yoxund (xeoy)ez=x0°(y°2), Vx,y,z€G

3. Es gibt ein neutrales und ein inverses Element fiir jedes x € G

Eine Menge K versehen mit zwei Verkniipfungen @ und © ist ein
Kérper wenn

1. (K, ®) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element eg,
2. (K\ {eg}, ©) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element eg,

3. Es gelten die Distributivgesetze

aObdc)=(@ob)®d(@dc), Vab,ceK
(adb)oc=@o0c)®(bocC), VabceK



Zahlen vs. FlieBkommazahlen?

Eigenschaft Q,R,C FlieBkommazahlen
Abgeschlossen /%
Kommutativ

Assoziativ X
Einheitselement

Inverses X
Distributiv b ¢
Monotonizitat /%

*Shepherd 2016; Goldberg 1991.



Verlust Mathematischer Eigenschaften I3

» Abgeschlossen unter + und -, wenn man +co und NaN erlaubt
» Monotonizitidt ist (fast) gegeben
X2y = x+z2y+z, Vx, )z
X2y = x-z2y-z, ¥x,y,VZz>0
Ausnahme: +co und NaN

» Kommutativitdt ist gewéahrleistet fir + und -

3Nicholas John Higham 2002.



Verlust Mathematischer Eigenschaften 114

> Reelle Zahlen sind assoziativ
x+(y+z)=(x+y)+z, Vx,y,z€R

» FlieBkommazahlen sind nicht assoziativ

0.1 + (0.2 + 0.3) # 0.6
(0.1 + 0.2) + 0.3 # 0.6000000000000001

N

Listing: Keine Assoziativitit von FlieBkommazahlen (Python/Ruby)

“Nicholas John Higham 2002; The Python Project 2020; The Ruby Project 2018.



Verlust Mathematischer Eigenschaften IlI°

» Fir + gibt es immer ein Inverses
» Fir - gilt dies nicht
10.0 ist FlieBkommazahl, o.1 ist keine FlieSkommazahl
[0.1];¢ in bindr wire [0.00011],.
» x/yist nicht das gleiche wie x - (1/y).

1| program inverse

2 use iso_fortran_env, only: real64, output_unit
3 implicit none
4

5

real(real64)::t = 3.1416D0

real(real6d)::x = 651370000000.0D0
6 real(real64)::y = 1.0D0/3.1416D0
7 write(output_unit,'(F17.4)"') (x / t) * t !! 651370000000.0000
8 write(output_unit, '(F17.4)"') (x * y) * t !! 651370000000.0001

9| end program inverse

Listing: Probleme mit Inversen (Fortran)

SEdelman 2020; Lemire 2019; The GCC developers 2019.



Verlust Mathematischer Eigenschaften [V®

g b W N =

Reelle Zahlen sind distributiv

x‘(y+z):x.y+x.z’ Vx,y,zelR

function distributive()

x::Float32 = 1.0e20

println("Version 1:", x*(x-x)) # 0.0

println("Version 2:", x*x-x*x) # NaN
end

Listing: Keine Distributivitat von FlieBkommazahlen (Julia)

Shepherd 2016; The Julia Project 2019.




Akkumulieren von Ungenauigkeit’

Wir betrachten folgende Iteration

Uy Z%Zl.i
Werr = (g — 1) % 10 = u

6,000 \ \ \ \
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Wir verlieren in jeder Iteration 1 Nachkommastelle an Genauigkeit.

"PseudoRandom 2020.




Triigerische Konvergenz®

uo = 23
ul = _45
W, = 111 — ﬂ + 3000
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Abbildung: Links: Exakt (Konvergenz gegen 6), Rechts: FlieBkommazahlen
(Konvergenz gegen 100)

EMuller 1989.



Spaf} mit Excel®

Eingabe

Resultat

V=4/3

W=V-1
X=W=3

Y=X-1

Z=Y 2%
(4/3-1)%3-1
((4/3-1)*3-1)
((4/3-1) %3 —1) % 22

O OO -~ W -

-2.
-1.

.33333333333333000E+00
.33333333333333000E-01
.00000000000000000E+00
.00000000000000000E+00
.00000000000000000E+00
.00000000000000000E+00

22044604925031000E-16
00000000000000000E+00

Tabelle: Inkonsistenzen im Zahlensystem von Exce

Funktioniert mit jeder Excel Version seit Excel 2000

9Kahan 2006.



Vergleich mit Fortran

g b~ W N

12
13
14
15

program ExcelComparison
use iso_fortran_env, only: real64, output_unit
implicit none

real (REAL64)
4.

N < X = <

write(output_unit,
write(output_unit,
write(output_unit,
write(output_unit, '(F20.17)")
write(output_unit, '(F20.17)")

\
w
X

y

0D0/3.0D0

- 1.0D0

* 3.0D0

- 1.0D0

* 2.0D0**52

:op,

'"(F20.17)") v ! 1.33333333333333326
"(F20.17)") w !'! 0.33333333333333326
"(F20.17)") x !l 0.99999999999999978
y !l -0.00000000000000022
z !! -1.00000000000000000

end program ExcelComparison

Listing: Korrekte Ergebnisse




FlieBkommazahlen Modell™

y=4+m-: Be_t’ ec [emin’emax]

:iﬁe<%+%+...+%), d;j€{0,...p—1}vj

v

€ N\ {0, 1} nennt man Basis

» t € Z nennt man Prdzision

v

e € [emin> émax] Nennt man Exponent
me{0,...p' —1}n N, (bzw. {p*"1, ..., p — 1}) nennt man Mantisse

v

m und e sind Eigenschaften der Zahl
B und tsind Eigenschaften des Zahlensystems

*Nicholas John Higham 2002.



Eigenschaften des Systems"'

» m > B! gewahrleistet Eindeutigkeit der Darstellung
» kleinste positive Zahl: fémin~1
» grofte positive Zahl: fémax(1 — B77)

» Maschinenepsilon (Abstand 1 und nachster Zahl):

SM = Bl_t

» Unit in last place (ulp): p¢-.00...01 = p¢".

» Denormalisierte FlieBkommazahlen:
y=xm-pmint meio,..,p 1 -1}

geringere Genauigkeit und stellen Sicherheitsnetz dar

""Nicholas John Higham 2002.



FlieBkommazahlen in den letzten 50 Jahren'

y=+m- Be_t ec [emin:emax]

Maschine, Arithmetik B ¢t enin €max

Cray 1, single 2 48 -8192 8191
Cray 1, double 2 96 -8192 8191
DEC VAX G, double 2 53 -1023 1023
DEC VAX D, double 2 56 -127 127
Burroughs 6700, single 8 13 -51 76
HP 28 und HP 48G 10 12 -499 499
IBM 3090 single 16 6 -64 63
IBM 3090 double 16 14 -64 63
Setun und Setun-70 3 - - -

2Beebe 2017; Development of ternary computers at Moscow State University 2020.



Beispiel

Wir wihlen f = 2,t =3, eqin = —1, €max = 3.

+1 ulp




Beispiel

-1, emax = 3.

Wir wahlen B = 2,t =3, eqin

+1ulp
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Beispiel

Wahlt man stattdessen t = 2:
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Beispiel

Wahlt man stattdessen t = 2:
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Sinn und Zweck von denormalisierten Zahlen'3

Unser FlieBkommazahlensystem:

(2216812162 % i

Algorithmus 1: Beispiel fiir Problematischen Code

if (x < y) then

3Moler 2014.



Der IEEE 754-2008 (ISO/IEC/IEEE 60559:2011) Standard'>

» Der Standard gibt vor wie FlieBkommazahlen abzuspeichern sind

» Die Rechenregeln sind in ISO/IEC 10967 spezifiziert

Maschine, Arithmetik B ¢ emin €max
IEEE half 2 10 -14 15
IEEE single 2 23 -126 127
IEEE double 2 52  -1022 1023
IEEE extended 2 112 -16382 16383
bfloat16'4 2 7 -126 127

» bfloat16 gehort (noch) nicht zum Standard
verfiigbar auf Intel, ARM, Nvidia und Google Hardware
Anwendungsgebiete sind vor allem ML und Al

“Nicolas John Higham 2020; Wang und Kanwar 2019.
'SIEEE Computer Society 2008; ISO/IEC10967-1 2012.



[EEE-754 Kodierung'’

1 bit w bits t=p—1bits

MSB LSB MSB LSB

Zahl Kodierung

0.0 o | 000 000 00 I 000 000 000 000 000 000 000 0O
1.0 O|011 111 11|OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
(&) O|11111111IOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

NaN o] 111111 11| 000 000 000 000 000 000 000 01

Tabelle: Beispiel Kodierungen in 32 Bit (w = 8, = 23)'°

*Schmidt 2020.
'7IEEE Computer Society 2008.



C/C++ Code zur Analyse

#include <iostream>

2| #include <bitset>

3| typedef union {

4 float value;

5 struct {

6 unsigned int mantissa : 23;
7 unsigned int exponent : 8;
8 unsigned int sign 5 ¢
9| } raw;

10| } number;

111int main() {

12 number x;

13 x.value = 1.0;

14 std::bitset<1> s(x.raw.sign);

15 std::bitset<8> e(x.raw.exponent);

16 std::bitset<23> m(x.raw.mantissa);

17 std::cout << s.to_string() << e.to_string() << m.to_string();
18 // 0 01111111 00000000000000000000000
19 return 0;

20| }

Listing: Bit Darstellung von Zahlen



Arithmetische Operationen und Runden'®

> Sei fl (x) die Konvertierung von x in eine FlieBkommazahl
Es gilt
fl(x)=x(1+38), 8 <em

» Fir arithmetische Operationen gilt
fl(xopy) = (xopy)(1+8), (5| <em

Furop € {+,—,-, /}

¥Nicholas John Higham 2002.



Anwendung: Varianzen'

k=1 =1 k=1 =1
1| function variances()
2 x::Float32 = 10000.0
3| y::Float32 = 10001.0
4 z::Float32 = 10002.0
5 mean::Float32 = (x+ty+z)/3
6 s2::Float32 = ((x-mean)A2 + (y-mean)”~2 + (z-mean)"2)/2
7 s1::Float32 = (xA2 + yA2 + zA2 - (x +y + 2)A2/3)/2
8 println("Two pass version: ", s2) # 1.0
9 println("Single pass version: ", s1) # 0.0
10| end

Listing: Varianzen berechnen (Julia)

Nicholas John Higham 2002; The Julia Project 2019; Chan, Golub und LeVeque 1983.



|20

Anwendung: Winke

arccos ( {x, y>) vs. arctan (Jx x y|, (x, y))
lxllyl

300 T
3
S
5 0 [ g
<
(5]
L
—300 - .
0 /2 T
Winkel

Abbildung: Fehler von arccos Formel bei Winkelberechnung

*Stackexchange 2017.



Mixed Precision Algorithmen?'

» Generischer Ansatz, funktioniert mit vielen Algorithmen
> Lose Problem mit geringer Genauigkeit

» Verfeinere Losung mit hoherer Genauigkeit

Algorithmus 2: Mixed Precision Solver fir Ax =b

1 (€sp): L-U«<P-A

2 (egp): solveL-y=P-b

3 (esp): solveU-x=y

4 while not converged do

5 (epp): r—b—A-x

6 (esp): solveL-y=P-.r
7 (esp): solveU-z=y

8 (epp): X< x+z

9 end while

#'Buttari u. a. 2008; Baboulin u. a. 2009; Abdelfattah u. a. 2020.



Allgemeine Tips

1. Vermeidet Subtraktion von Fehlerbehafteten Grofien
2. Vermeidet grofie Werte relativ zum Endergebnis
Sucht nach alternativen Formulierungen®?

Formuliert Inkrements als neu = alt + klein

AN S

Nutzt wohlkonditionierte Transformationen
(z.B. orthogonale Matrizen)

6. Versucht overflows und underflows zu vermeiden

22Panchekha u. a. 2020.



Danke!
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